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Решения - Профессионалы

1. В остроугольном треугольнике  провели прямую  перпендикулярную стороне  и проходящую через её середину. Оказалось, что высота  и биссектриса  пересекают прямую  в одной точке . Чему равен угол ? В ответ запишите величину угла в градусах.
Решение.
Пусть прямая  пересекает  в точке . Заметим, что  является высотой и медианой в треугольнике , а значит, данный треугольник является равнобедренным. Следовательно, , в то же время, так как  – биссектриса , то . Таким образом, , кроме того, сумма данных углов равна , так как треугольник  – прямоугольный. Следовательно, , 
Ответ: .

2. На тренировке по бегу трое ребят – Артур, Богдан и Даниил – бегали вокруг стадиона, каждый в своём постоянном темпе. Пока Артур пробегал  круга, Богдан успевал пробежать только  круга. Даниил бегал быстрее всех: он пробегал  кругов за то время, пока Артур пробегал  кругов. Всего ребята вместе за тренировку пробежали  кругов. Сколько кругов пробежал каждый из них? В ответ запишите число кругов Артура, Богдана и Даниила через запятую (пример возможного ответа: 1, 2, 3).
Решение.
Из условия следует, что пока Артур пробегает  кругов, Богдан пробегает  кругов, а Даниил –  кругов. К этому моменту вместе ребята пробежали  кругов. Значит, чтобы пробежать  кругов, каждый из ребят должен пробежать вдвое больше. Таким образом, Артур пробежал  круга, Богдан –  кругов, а Даниил –  кругов.
Ответ: , , .

3. Игорь записал на доске сумму квадратов натуральных чисел от  до . Определите, чему равна последняя цифра значения данного выражения.
Решение.
Перепишем сумму в другом виде: . Заметим, что в каждой скобке набор последних цифр одинаков, а значит числа, получаемые в результате вычисления выражения в скобках, оканчиваются на одну и ту же последнюю цифру. А так как таких скобок всего , то у всего выражения последняя цифра равна .
Ответ: .

4. В классе учатся всего трое мальчиков и трое девочек. Для общей фотографии их посадили на одну длинную скамейку. Сколько существует способов их рассадки, если мальчики и девочки должны чередоваться?
Решение.
Возможны всего два «шаблона» для рассадки: МДМДМД или ДМДМДМ. Рассмотрим первый вариант. Рассадим мальчиков по местам: на первое место можно посадить любого из троих мальчиков, на третье – любого из двоих оставшихся, а на пятое место будет только один кандидат. То есть всего  вариантов. Аналогичным образом, для рассадки девочек тоже существует ровно  вариантов. А значит всего для первого шаблона есть  вариантов. Для второго шаблона – аналогично. Итого, получаем  различных варианта.
Ответ: . 

5. [bookmark: _8ikax5volbuy]Настя пришла в школу и увидев, что на часах ещё , поняла, что пришла слишком рано. Чтобы скоротать время, она решила посчитать, чему был равен угол между часовой и минутной стрелкой в тот момент. Помогите Насте ответить на данный вопрос. В ответ запишите величину угла в градусах. 
Решение.
Полный круг составляет . За  минут минутная стрелка проходит полный круг, а значит, за  минуту она заметает угол в , значит, за  минут она пройдёт  от положения «вертикально вверх». Часовая стрелка же полный круг проходит за  часов, значит, за  час она заметает , то есть за  часов пройдёт  от положения «вертикально вверх». Но за  минут она ещё немного подвинется: раз за  час ( минут) часовая стрелка проходит , то за  минут будет пройдено . Итого часовой стрелкой будет пройдено . Значит, угол между двумя стрелками составит .
Ответ: . 

6. [bookmark: _tf7zpevi2gr7]Дан прямоугольник  клеток. Сколько всего различных прямоугольников, стороны которых идут по линиям сетки, можно выделить в нём?
Решение.
Чтобы выбрать прямоугольник, нужно выбрать две горизонтальные линии сетки (верх и низ), а также две вертикальные линии (лево и право). В данном прямоугольнике горизонтальных линий –  штук, а вертикальных – . Найдём количество вариантов выбрать  линии из . Для выбора первой доступно  вариантов. Каждому из них можно сопоставить  варианта для выбора второй, значит, всего , но нам также неважен порядок выбора – поэтому полученное значение делим на , то есть итого . Аналогично для вертикальных линий: . Так как каждой выбранной паре вертикальных линий соответствует любая из пар горизонтальных линий, то полученные значения перемножаем, итого:  прямоугольников.
Ответ: .

7. Найдите все целые значения , для которых значение дроби

лежит строго между  и . В ответ запишите все возможные значения n в порядке возрастания через запятую (пример возможного ответа: 1, 2, 3).
Решение.
Запишем двойное неравенство:

Рассмотрим отдельно левое и правое неравенства:

Приводя к общему знаменателю, получаем , дробь больше нуля, когда числитель и знаменатель больше нуля, получаем:

Когда числитель и знаменатель отрицательны, получаем . Итого, нам подходят значения :  или .
Теперь разберём второе неравенство: 

Итак, , дробь меньше нуля, когда числитель и знаменатель разных знаков, рассматривая два случая, получаем, что :  и . Итого:

Итого: , то есть .
Ответ: .

8. В огромном парке развлечений установили  столбов. Часть столбов соединили электропроводами, при этом столбы парка разбились на  зон. Один провод соединяет два столба по самому короткому пути между ними. Известно, что: 1) По проводам от любого столба можно добраться до любого другого столба в данной зоне; 2) Между разными зонами провода не проведены; 3) Ни по одному маршруту вдоль проводов нельзя пройти так, чтобы вернуться в исходную точку, не пройдя через одно и то же место дважды. Сколько всего электропроводов проложили в паре?
Решение.
Построим модель задачи на языке графов: пусть столбы отвечают вершинам графа, а провода – рёбрам между вершинами. Исходя из условия, граф состоит из  компонент связности. Кроме того, каждая компонента связности, по условию, не имеет циклов, а значит является деревом. Для дерева на  вершинах известно, что оно содержит  ребро. Обозначим за   количества вершин в каждой из компонент связности соответственно. Тогда всего рёбер-проводов в графе
.
Ответ: .

9. [bookmark: _m1nc9b4xtxx9]Пятеро друзей – Антон, Боря, Вика, Глеб и Дина тренируются играть в баскетбол . Каждый матч проходит следующим образом: на площадку выходят ровно  человека, разбиваясь на две команды по два игрока (пятый в этот момент отдыхает). При этом каждая возможная пара игроков ровно один раз вышла против каждой другой возможной пары соперников, а ничья не была зафиксирована ни в одном матче. После тренировки оказалось, что Глеб проиграл  матчей, а Боря проиграл  матча. Сколько матчей выиграла Вика?
Решение.
Выбрать человека, который в матче будет отдыхать, можно пятьюспособами, оставшиеся четверо могут разбиться на пары тремя способами, значит, всего матчей было , а так как ровно в трёх матчах каждый игрок отдыхал, то каждый из ребят сыграл по  матчей. По условию, у Глеба  поражений – значит, он проиграл все свои матчи, а Борис одержал  побед. Зафиксируем какую-то пару игроков, тогда для того, чтобы определить их соперников, нужно из трёх оставшихся игроков выбрать двух, что можно сделать тремя способами, а значит, каждая пара игроков проводит вместе ровно по три игры. Отсюда, каждый из остальных ребят был трижды партнёром Глеба и в этих трёх матчах обязательно проиграл, значит, у всех ребят как минимум по три поражения. Значит, команда, в которой был Боря, победила во всех остальных матчах. Когда Глеб отдыхает, на площадке остаются Антон, Боря, Вика и Дина. Проводятся три матча: Антон и Боря против Вики и Дины, Антон и Вика против Бори и Дины, Антон и Дина против Вики и Дины. Боря выиграл все три матча, а значит, Вика два матча из этих проиграла и лишь один выиграла. Все остальные матчи (когда Глеб играл) Вика выиграла, потому что играла против него, а значит, всего она выиграла  матчей.
Ответ: .

10. [bookmark: _6oi5cuf2clm3]В школе на дверях классов висят двузначные номера от  до . Пятиклассник Коля придумал свой способ для сложения номеров. Чтобы сложить два номера, он: отдельно складывает цифры из разряда десятков и из разряда единиц, потом подряд записывает сначала сумму десятков, а сразу после неё – все цифры суммы единиц (даже если там получилось двузначное число). С помощью своего способа Коля складывает все возможные пары двузначных чисел от  до . При этом, если какие-то два числа он уже складывал в другом порядке, то он считает «сумму» заново. Сколько раз результат вычисления Коли совпал с настоящей суммой двух чисел?
Решение.
Запишем оба числа, который складывает Коля в десятичной записи:

Здесь  – цифры от  до , а  – от  до . Обозначим  (сумма десятков),  (сумма единиц). Обычная сумма двух чисел  и  вычисляется следующим образом:

В то же время сложение Коли выглядит как приписывание числа  справа к числу , что можно записать как:

Видим, что ответ Коли совпадает с истинным в том и только в том случае, когда , то есть, когда . Осталось подсчитать, сколько всего есть таких пар чисел  и . Цифры десятков выбираются независимо и всего существует  возможность выбрать их. В силу того, что должно быть выполнено условие , при каждом фиксированном  подходят значения  от  до , то есть  вариантов. Складывая значения  при  от  до , в результате получаем . Так как разряды выбираются независимо, то всего подходящих пар чисел .
Ответ: .

11. [bookmark: _v857r0m1y4n5]В школе на дверях классов висят двузначные номера от  до . Пятиклассник Коля придумал свой способ для сложения номеров. Чтобы сложить два кода, он: отдельно складывает цифры из разряда десятков и из разряда единиц, потом подряд записывает сначала сумму десятков, а сразу после неё – все цифры суммы единиц (даже если там получилось двузначное число). С помощью своего способа Коля складывает все возможные пары двузначных чисел от  до . При этом, если какие-то два числа он уже складывал в другом порядке, то он считает «сумму» заново. Для всех пар, в которых у Коли получился ответ, не совпадающий с истинным, найдите наименьшую возможную разность между правильной суммой и числом, которое запишет Коля. 
Решение.
Запишем оба числа, который складывает Коля в десятичной записи:

Здесь  – цифры от  до , а  – от  до . Обозначим  (сумма десятков),  (сумма единиц). Обычная сумма двух чисел  и  вычисляется следующим образом:

В то же время сложение Коли выглядит как приписывание числа  справа к числу , что можно записать как:

Видим, что ответ Коли не совпадает с истинным в том и только в том случае, когда . В этом случае . Так как , где , то , откуда . Покажем, что эта оценка достигается: пусть , тогда реальная сумма , а ответ Коли равен , откуда .
Ответ: .

12. У Иры есть запасы четырёх видов орехов:  кг миндаля,  кг фундука,  кг кешью,  кг фисташек. Ира хочет сделать наборы, в каждый из которых положит ровно три разных вида орехов, по  грамм каждого. Какое наибольшее количество наборов сможет сделать Ира?
Решение.
Переведём все орехи в «порции» по  грамм:  кг миндаля –  порций,  кг фундука –  порций,  кг кешью –  порций,  кг фисташек –  порций. Итого запасов –  порций. Пусть Ира сделала  наборов, тогда она всего использовала  порций. В одном и том же наборе не может встретиться дважды один и тот же вид орехов, а значит, миндаль может войти не более чем в  наборов, фундук – не более, чем в  наборов, кешью – не более чем в , а фисташки – не более чем в  наборов. Значит, максимальное возможное общее число использованных порций не превосходит . Но всего использовано  порций, то есть , откуда , следовательно, больше  наборов сделать нельзя.
Покажем, что  наборов можно сделать:  штук – фундук + кешью + фисташки,  штук – миндаль + кешью + фисташки,  штук – миндаль + фундук + фисташки.
Ответ: .

13. Одно королевство имеет границу в виде выпуклого -угольника, причём в вершине каждого угла границы находится сторожевая башня. Король хочет спрятать строго на территории королевства (не включая границу) секретные склады с золотом. Причём, должно быть выполнено условие, что внутри любого треугольника, вершинами которого являются сторожевые башни, обязательно должен находиться хотя бы один склад. Какое наименьшее число складов надо построить? Запишите ответ для случая n = 10, n = 23, n = 29 строго в указанном порядке через запятую (пример возможного ответа: 1, 2, 3)
Решение.
Если соединить произвольную вершину -угольника со всеми остальными, то всего образуется  треугольника, следовательно, всего складов не меньше, чем . Приведём пример построения  секретных складов. Обозначим вершины -угольника как . Склад с номером  () построим внутри пересечения треугольников  и . Выберем произвольный треугольник , где . Этот треугольник обязательно содержит склад номер , ведь треугольник  содержит угол , а диагональ  пересекает отрезки  и .
Ответ:.

14. [bookmark: _2fs24pf882ut]Во время космического парада на орбите включают три маяка. На -й секунде мощность их общего сигнала равна . Диспетчер хочет выбрать такой момент парада, когда мощность сигнала будет кратна 9. Найдите наименьшее , для которого это будет выполнено.
Решение.
Рассмотрим остатки при делении на  чисел вида , начиная с :  – период равен шести.  делится на  для всех . Запишем теперь остатки при делении на  чисел вида :  – период равен трём. Таким образом, остаток  при делении на  будет повторяться с периодом . Рассмотрим один полный период и найдём, при каком значении  выражение будет кратно :
	
	Остаток 
	Остаток 
	Остаток 

	2
	4
	7
	2

	3
	8
	1
	0

	4
	7
	4
	2

	5
	5
	7
	3

	6
	1
	1
	2

	7
	2
	4
	6


Видим, что выражение  делится на  только при , а значит, исходное выражение делится на  при . По условию, , получаем: , . Следовательно, минимальное целое , тогда наименьшее , удовлетворяющее условиям, равно .
Ответ: .

15. [bookmark: _46td3llo7cny]На прямом железнодорожном участке находятся платформы  и , причём  находится между  и . Электричка движется от  до , делая -минутную остановку в . Скорость электрички является постоянной на всём времени пути. Через некоторое время после отправления из  электричка оказалась в такой точке пути, что расстояние от неё до одной из трёх платформ равно сумме расстояний до двух других. Ещё через то же самое время поезд снова оказался в точке с тем же свойством, а ещё через 18 минут прибыл на платформу . Сколько времени электричка тратит на путь от  до ? Ответ дайте в минутах (без указания единиц измерения).
Решение.
Разместим платформы на прямой числовой оси в точках cо следующими координатами: , , . Пусть первая «особая» точка  имеет координату , а вторая точка  – . Из условия следует, что . Поймём, где могут лежать такие точки: пусть точка  находится между  и  и имеет координату . Тогда , , . Условие, что расстояние до одной платформы равно сумме расстояний до двух других, даёт три возможных уравнения: 1) , откуда , то есть ; 2) , тогда , то есть , что лежит вне отрезка от  до ; 3) , отсюда , тогда . Чтобы обе эти точки лежали на интервале от  до , нужно одновременное выполнение двух условий:

Следовательно, . Кроме того, решая неравенство , тоже получаем условие . Итак, получили следующий порядок точек на прямой: 
Иными словами, , .Так как скорость электрички постоянна, то за равные промежутки времени проходится равное расстояние. По условию, , откуда , то есть , следовательно: , откуда: . Отсюда можно однозначно выразить: , , . По условию, расстояние  поезд прошёл за  минут, а значит, , где  – скорость электрички (ед. длины / мин), следовательно,  минут, тогда  минут – время, за которое электричка дойдёт до станции . В то же время , а значит, общее время движения:  минут. Учитывая стоянку в  минут, получаем  минуты или же  часа  минут.
Ответ: .

16. По ступенькам волшебной лестницы можно подниматься только двумя способами: 1) за один шаг подняться на одну ступеньку; 2) за один шаг подняться на две ступеньки. При этом запрещено делать два шага по  ступеньки подряд. Определите, сколько существует способов подняться на -ю и -ю ступеньки. Запишите ответ в указанном порядке через запятую (пример возможного ответа: 1, 2).
Решение.
Обозначим через  число способов добраться до ступеньки  при условиях задачи. Введём два типа состояний:  – число способов добраться до ступеньки , заканчивая шагом ,  – число способов добраться до ступеньки , заканчивая шагом . Тогда , теперь определим рекуррентные соотношения для  и . Рассмотрим сначала : чтобы оказаться на ступеньке  и закончить путь шагом , нужно просто оказаться на предыдущей ступеньке и сделать  шаг:

Рассмотрим теперь : чтобы оказаться на ступеньке  и при этом закончить путь шагом , нужно оказаться на ступеньке  и сделать шаг на  ступеньки, но при этом предыдущий ход не может быть двухшаговым, значит: 

Теперь получаем: , таким образом, мы получили рекуррентную формулу для . Зададим теперь начальные значения:  – есть ровно один способ стоять на полу перед лестницей,  – на первую ступеньку тоже можно подняться единственным образом,  – либо два раза по одному шагу, либо один двойной шаг. Рассчитаем теперь нужные нам значения последовательно:


Итак, на шестую ступеньку можно подняться -ю способами, а на седьмую – -ю способами.
Ответ: , .

