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1. Вася записал на доске некоторое число, после чего прибавил к нему сумму его цифр и получил .  Приведите пример любого такого числа.
Решение.
Подходят два варианта:  и : , .
Ответ: .

2. В школьном кружке по робототехнике ребята собирают робота-кладоискателя. Чтобы включить режим «поиск сокровищ», нужно ввести код активации – особое число, которое придумал руководитель кружка. Он дал ребятам следующие подсказки: 
1) Код оканчивается на ;
2) Это число делится на ; 
3) Сумма всех цифр числа равна  – по числу участников кружка. Чему равно наименьшее возможное значение кода?
Решение.
Загаданный код тем меньше, чем меньше нам нужно знаков для его записи. Два знака гарантированно используются – это две последние цифры, их сумма равна . Отсюда сумма оставшихся чисел равна , и их как минимум три (потому что ), а значит, число  подходит – осталось проверить, что оно кратно : .
Ответ: .

3. Сколько трёхзначных чисел, кратных 9, у которых первая и последняя цифры одинаковы?
Решение.
Пусть число имеет вид . По признаку делимости на  должно быть выполнено, что . Значение  может быть от  до , а  от  до . Далее для каждого значения  находим  следующим образом: . Пусть , тогда , при  получаем , при больших значениях  мы получим значения , большие, чем 9, то есть при  единственный вариант: . Продолжая перебор, получаем все возможные варианты: 171, 252, 333, 414, 585, 666, 747, 828, 909, 999
Ответ: 10.

4. Настя пришла в школу и увидев, что на часах ещё , поняла, что пришла слишком рано. Чтобы скоротать время, она решила посчитать, чему был равен угол между часовой и минутной стрелкой в тот момент. Помогите Насте ответить на данный вопрос. В ответ запишите величину угла в градусах.
Решение.
Полный круг составляет . За  минут минутная стрелка проходит полный круг, а значит, за  минуту она заметает угол в , значит, за  минут она пройдёт  от положения «вертикально вверх». Часовая стрелка же полный круг проходит за  часов, значит, за  час она заметает , то есть за  часов пройдёт  от положения «вертикально вверх». Но за  минут она ещё немного подвинется: раз за  час ( минут) часовая стрелка проходит , то за  минут будет пройдено . Итого часовой стрелкой будет пройдено . Значит, угол между двумя стрелками составит .
Ответ: . 

5. Дан прямоугольник  клеток. Сколько всего различных прямоугольников, стороны которых идут по линиям сетки, можно выделить в нём?
Решение.
Чтобы выбрать прямоугольник, нужно выбрать две горизонтальные линии сетки (верх и низ), а также две вертикальные линии (лево и право). В данном прямоугольнике горизонтальных линий –  штук, а вертикальных – . Найдём количество вариантов выбрать  линии из . Для выбора первой доступно  вариантов. Каждому из них можно сопоставить  варианта для выбора второй, значит, всего , но нам также неважен порядок выбора – поэтому полученное значение делим на , то есть итого . Аналогично для вертикальных линий: . Так как каждой выбранной паре вертикальных линий соответствует любая из пар горизонтальных линий, то полученные значения перемножаем, итого:  прямоугольников.
Ответ: .

6. [bookmark: _nicel19x81i9]Вася записал на доску числа от  до . Разрешается выбрать любые два числа  и  и записать вместо них число . В конце процесса на доске осталось одно число. Какое наибольшее значение оно может принимать?
Решение.
Пусть на доске записаны числа , обозначим сумму всех чисел за . Рассмотрим изменение  при совершении одного шага:

Таким образом, получаем, что конечное число не зависит от порядка действий: оно равно сумме всех изначальных чисел плюс единица, прибавленная столько раз, сколько было операций (а всего их было ). В итоге получаем: .
Ответ: .

7. [bookmark: _z8027qy6se23]Пятеро друзей – Антон, Боря, Вика, Глеб и Дина тренируются играть в баскетбол . Каждый матч проходит следующим образом: на площадку выходят ровно  человека, разбиваясь на две команды по два игрока (пятый в этот момент отдыхает). При этом каждая возможная пара игроков ровно один раз вышла против каждой другой возможной пары соперников, а ничья не была зафиксирована ни в одном матче. После тренировки оказалось, что Глеб проиграл  матчей, а Боря проиграл  матча. Сколько матчей выиграла Вика?
Решение.
Выбрать человека, который в матче будет отдыхать, можно пятьюспособами, оставшиеся четверо могут разбиться на пары тремя способами, значит, всего матчей было , а так как ровно в трёх матчах каждый игрок отдыхал, то каждый из ребят сыграл по  матчей. По условию, у Глеба  поражений – значит, он проиграл все свои матчи, а Борис одержал  побед. Зафиксируем какую-то пару игроков, тогда для того, чтобы определить их соперников, нужно из трёх оставшихся игроков выбрать двух, что можно сделать тремя способами, а значит, каждая пара игроков проводит вместе ровно по три игры. Отсюда, каждый из остальных ребят был трижды партнёром Глеба и в этих трёх матчах обязательно проиграл, значит, у всех ребят как минимум по три поражения. Значит, команда, в которой был Боря, победила во всех остальных матчах. Когда Глеб отдыхает, на площадке остаются Антон, Боря, Вика и Дина. Проводятся три матча: Антон и Боря против Вики и Дины, Антон и Вика против Бори и Дины, Антон и Дина против Вики и Дины. Боря выиграл все три матча, а значит, Вика два матча из этих проиграла и лишь один выиграла. Все остальные матчи (когда Глеб играл) Вика выиграла, потому что играла против него, а значит, всего она выиграла  матчей.
Ответ: .

8. [bookmark: _rgqpu1ecobuu]В школе на дверях классов висят двузначные номера от  до . Пятиклассник Коля придумал свой способ для сложения номеров. Чтобы сложить два номера, он: отдельно складывает цифры из разряда десятков и из разряда единиц, потом подряд записывает сначала сумму десятков, а сразу после неё – все цифры суммы единиц (даже если там получилось двузначное число). С помощью своего способа Коля складывает все возможные пары двузначных чисел от  до . При этом, если какие-то два числа он уже складывал в другом порядке, то он считает «сумму» заново. Сколько раз результат вычисления Коли совпал с настоящей суммой двух чисел?
Решение.
Запишем оба числа, которые складывает Коля, в десятичной записи:

Здесь  – цифры от  до , а  – от  до . Обозначим  (сумма десятков),  (сумма единиц). Обычная сумма двух чисел  и  вычисляется следующим образом:

В то же время сложение Коли выглядит как приписывание числа  справа к числу , что можно записать как:

Видим, что ответ Коли совпадает с истинным в том и только в том случае, когда , то есть, когда . Осталось подсчитать, сколько всего есть таких пар чисел  и . Цифры десятков выбираются независимо и всего существует  возможность выбрать их. В силу того, что должно быть выполнено условие , при каждом фиксированном  подходят значения  от  до , то есть  вариантов. Складывая значения  при  от  до , в результате получаем . Так как разряды выбираются независимо, то всего подходящих пар чисел .
Ответ: .

9. В школе на дверях классов висят двузначные номера от  до . Пятиклассник Коля придумал свой способ для сложения номеров. Чтобы сложить два кода, он: отдельно складывает цифры из разряда десятков и из разряда единиц, потом подряд записывает сначала сумму десятков, а сразу после неё – все цифры суммы единиц (даже если там получилось двузначное число). С помощью своего способа Коля складывает все возможные пары двузначных чисел от  до . При этом, если какие-то два числа он уже складывал в другом порядке, то он считает «сумму» заново. Для всех пар, в которых у Коли получился ответ, не совпадающий с истинным, найдите наименьшую возможную разность между правильной суммой и числом, которое запишет Коля. 
Решение.
Запишем оба числа, которые складывает Коля, в десятичной записи:

Здесь  – цифры от  до , а  – от  до . Обозначим  (сумма десятков),  (сумма единиц). Обычная сумма двух чисел  и  вычисляется следующим образом:

В то же время сложение Коли выглядит как приписывание числа  справа к числу , что можно записать как:

Видим, что ответ Коли не совпадает с истинным в том и только в том случае, когда . В этом случае . Так как , где , то , откуда . Покажем, что эта оценка достигается: пусть , тогда реальная сумма , а ответ Коли равен , откуда .
Ответ: .

10. Настя купила себе сейф и решила придумать пароль для него. Прочитав инструкцию, она увидела, что кодом может быть любое натуральное число, которое ровно в три раза больше суммы своих цифр. Назовите все возможные варианты для пароля, которые может использовать Настя. Возможные варианты запишите через запятую.
Решение.
Обозначим через  сумму цифр числа , требуется: . Пусть у числа  всего  цифр, тогда , в то же время сумма цифр не превосходит , значит , следовательно . При  и  неравенство выполнено, а уже при  получаем , что уже неверно, а значит трёхзначных (и больших) кодов не существует. Если , то получаем, что , откуда , но  не является натуральным числом, поэтому данный ответ не подходит. Если же , то , где , , получаем: , откуда . В силу того, что , , значит , тогда при :  – невозможно, : , откуда . Значит, единственное подходящее значение .
Ответ: .
[bookmark: _z391mgjopvl1]
11. На секретном совещании за круглым столом сидят  агентов двух отделов: Альфа и Бета. У них действует правило, что если агент говорит с коллегой из своего отдела, то он говорит правду, а если с агентом из другого отдела, то врёт. Первый агент сказал своему соседу справа: «Большинство из нас из отдела Альфа», второй сказал своему правому соседу: «Большинство из нас из отдела Бета», после чего фразы чередуются, пока -й агент не сказал первому: «Большинство из нас из отдела Альфа». Сколько агентов из отдела Альфа находятся за столом? В ответ запишите только число.
Решение.
Предположим, что большинство из Альфы, тогда высказывание  – истинно, а высказывание  – ложно. Так как первый говорит второму истину, то они из одного отдела, а второй третьему врёт, значит они из разных отделов, третий вновь говорит истину, значит они с четвёртым из одного отдела, после чего четвёртый лжёт, то есть пятый из другого отдела, и так далее. Получили, что отделы чередуются блоками по два:

Заметим, что  на один больше, значит на этих местах агенты из отдела Альфа, а на оставшихся – агенты из отдела Бета (в силу того, что верно высказывание о том, что большинство агентов из отдела Альфа). Итого, в данном случае  человек из отдела Альфа и  из Бета. 
Рассмотрим случай, когда истинно высказывание , тогда получается, что первый агент врёт второму, а значит они из разных отделов, второй говорит третьему правду, значит они из одного отдела, после чего третий снова врёт, и так далее, получили такое чередование:

Заметим, что последний говорит первому «Большинство из нас из отдела Альфа», то есть врёт, но из рассадки они должны быть из одного отдела – противоречие. Значит, возможен единственный случай, когда за столом находится  агентов из отдела Альфа.
Ответ: .
[bookmark: _taor6tm31n3e]
12. Семь белок собирали орехи. Каждая белка набрала одинаковое количество орехов, после чего они понесли всё к себе в хранилище. По дороге белки поссорились, и каждая белка швырнула в каждую другую белку по одному ореху. Все орехи, которыми они кидались, пропали. В результате донесли до хранилища они в  раза меньше орехов, чем всего собрали. Сколько орехов они смогли донести? В ответ запишите только число.
Решение.
Пусть каждая белка собрала  орехов, тогда вместе они собрали  орехов. Так как во время ссоры каждая из белок кинула по ореху в каждую другую, то всего каждая из них потеряла по  орехов, значит, всего потеряно  ореха. Тогда донесли до хранилища они  орехов, что, по условию, в 4 раза меньше, чем было собрано изначально:

Откуда, , то есть . Следовательно, все белки собрали  орехов, тогда до хранилища они донесли:  орехов.
Ответ: .

13. В компьютерной игре игрок может придумывать себе «коды доступа» к тайным уровням. Код является натуральным числом, но бывают два варианта – четырёхзначные и пятизначные коды. Будем называть код аккуратным, если все его цифры различны и стоят в порядке возрастания. Сколько четырёхзначных аккуратных кодов и сколько пятизначных аккуратных кодов? Ответ запишите через запятую (пример возможного ответа: 1, 2).
Решение.
Запишем числа от  до  в порядке возрастания. Рассмотрим четырёхзначные коды. Заметим, что теперь если выбрать из этой записи  произвольные цифры и оставить их ровно в таком порядке, в каком они были записаны, то мы получим аккуратное число. Таким образом, любой набор из -х цифр даёт нам аккуратное число, причём единственное. Выбрать первую цифру есть  возможностей, вторую , третью – , четвёртую – . Так как выборы происходили независимо, то общее число вариантов равно произведению вариантов выбрать каждую цифру. Но также нужно учесть то, что один и тот же набор цифр можно выбрать разными способами – для этого нужно поделить на число возможных перестановок выбранных чисел. Итого, имеем:  (вместо подобных рассуждений можно было воспользоваться формулой для чисел сочетаний). Ровно аналогичным образом можно посчитать количество пятизначных кодов: . Следовательно, аккуратных четырёхзначных и пятизначных чисел одинаковое количество.
Ответ: 126, 126.

14. В академии магов живут три типа учеников: правдолюбцы, которые всегда говорят правду, лжецы, которые всегда врут и шутники, которые иногда говорят правду, а иногда – ложь. Из лаборатории пропал волшебный кристалл. Стража задержала трёх учеников: Артёма, Богдана и Кирилла. Известно, что один из них – лжец, один – правдолюбец, а про третьего заранее неизвестно, говорит он правду или ложь. Также известно, что кристалл украл один из этих троих и что вор обязательно является правдолюбцем. На допросе Артём сказал: «Я не крал кристалл», Богдан сказал: «Он говорит правду», Кирилл сказал: «Кристалл украл я». Назовите того, кто украл кристалл и того, кто является лжецом. В ответ запишите имена с заглавной буквы через запятую в указанном порядке (пример возможного ответа: Вася, Миша). 
Решение.
Заметим, что Артём не может быть лжецом, ведь если бы он им был, то тогда фраза «Я не крал кристалл» – ложь, а значит он его украл, но по условию известно, что вор гарантированно правдолюбец. Если Артём правдолюбец, то он невиновен, чего не может быть по условию. И также возможен вариант, что Артём – шутник. Богдан сказал, что Артём говорит правду, что является истиной, а значит, Богдан – правдолюбец, так как третий оставшийся гарантированно лжец, то Богдан украл кристалл, а Кирилл является лжецом.
Ответ: Богдан, Кирилл.

15. На прямом железнодорожном участке находятся платформы  и , причём  находится между  и . Электричка движется от  до , делая -минутную остановку в . Скорость электрички является постоянной на всём времени пути. Через некоторое время после отправления из  электричка оказалась в такой точке пути, что расстояние от неё до одной из трёх платформ равно сумме расстояний до двух других. Ещё через то же самое время поезд снова оказался в точке с тем же свойством, а ещё через 18 минут прибыл на платформу . Сколько времени электричка тратит на путь от  до ? Ответ дайте в минутах (без указания единиц измерения).
Решение.
Разместим платформы на прямой числовой оси в точках cо следующими координатами: , , . Пусть первая «особая» точка  имеет координату , а вторая точка  – . Из условия следует, что . Поймём, где могут лежать такие точки: пусть точка  находится между  и  и имеет координату . Тогда , , . Условие, что расстояние до одной платформы равно сумме расстояний до двух других, даёт три возможных уравнения: 1) , откуда , то есть ; 2) , тогда , то есть , что лежит вне отрезка от  до ; 3) , отсюда , тогда . Чтобы обе эти точки лежали на интервале от  до , нужно одновременное выполнение двух условий:

Следовательно, . Кроме того, решая неравенство , тоже получаем условие . Итак, получили следующий порядок точек на прямой: 
Иными словами, , . Так как скорость электрички постоянна, то за равные промежутки времени проходится равное расстояние. По условию, , откуда , то есть , следовательно: , откуда: . Отсюда можно однозначно выразить: , , . По условию, расстояние  поезд прошёл за  минут, а значит, , где  – скорость электрички (ед. длины / мин), следовательно,  минут, тогда  минут – время, за которое электричка дойдёт до станции . В то же время , а значит, общее время движения:  минут. Учитывая стоянку в  минут, получаем  минуты или же  часа  минут.
Ответ: .

16. Одно королевство имеет границу в виде выпуклого -угольника, причём в вершине каждого угла границы находится сторожевая башня. Король хочет спрятать строго на территории королевства (не включая границу) секретные склады с золотом. Причём, должно быть выполнено условие, что внутри любого треугольника, вершинами которого являются сторожевые башни, обязательно должен находиться хотя бы один склад. Какое наименьшее число складов надо построить? Запишите ответ для случая n = 10, n = 23, n = 29 строго в указанном порядке через запятую (пример возможного ответа: 1, 2, 3)
Решение.
Если соединить произвольную вершину -угольника со всеми остальными, то всего образуется  треугольника, следовательно, всего складов не меньше, чем . Приведём пример построения  секретных складов. Обозначим вершины -угольника как . Склад с номером  () построим внутри пересечения треугольников  и . Выберем произвольный треугольник , где . Этот треугольник обязательно содержит склад номер , ведь треугольник  содержит угол , а диагональ  пересекает отрезки  и .
Ответ: 8, 21, 27.

